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Numeri complessi

Motivazione : dare senso
, per esempio

,

alla Formula

x =

ac

per le soluzioni dell'equazione quadratica
2

-bx+ c
= 0

nel caso in cuc b"< 4 ac

se a <0 :

x + # a = 0

Il

62
(x + Ea) + a -

Far
= 0

=) x + Ea = 1 --re

Than2 a



Def: chiamiamo unita immaginaria

il numero I che Soddisfa

· 2
+ 1 = 0L

B: it R

Heef: an numero complesso z e un

oggette della Forma

z = x + i y s
+

, y c

dove
x

= Re(z) è la erreale di Z

y : Im(z è la Aerimmaginaria
di Z

z = x + iz ... Forma algebrica

del numero complesso Z

(ef :

D = 2z = x + iy
,

x e R
,
yer3

insieme di numeri complessi

A:

INCECQ #C



Identificazione con
2

22
.
9

.
2023

ogni numero complesso ze4 può essere

univocamente associato ad una coppia

ordinata (X
, 2) GR :

y A

⑳I 1El

z ~(y,z)

X

-
->

Operazioni in R : 2x
=

xx + :7

zz = x2 + i Yz

1
,

Somma :

2
,

+ zz
=

x
,

+ x2 + i(y,
+ yz)

2
, prodotto

:

2, zz
= (X

,
+ vy)(X2 + izz) =

=

xxz
+ ix

, yz + ixzy
+

8

= X
, Xz - y- 22

+ i(x - yz + X- 31)

3
, inversione : z = x + iy

,
= F 0

N . B
:

z
,

= zz E)
+

1
= -2E I = 12



EE : Fry" i Frys

Ixg"
By coniugio :

sia z : x+iy .
Allora

chiamia mo Ex-ry il complesso

conjugato di E
.

-

pieta :

1
, (2,

+ zz) = E
,

+ Ez

2
,
Ezz) = E . Ez
-

3
, 1) = E

4
,

z . E = (x + iz)(x - iy) = x 2 + y2

tef: Sia z
=

x+ iy .
Chiamiamo

121 = XE => Xyz

modulo di Z
.

-B.. se y = 0 : 121 =X = 1 + 1

Falor" assoluto



Forma trigonometrica di numeri complessi

I numero complesso E viene identifica -

to con una coppia (9, 0) c[0, 4) &A

tale che

9 =

x + y2
,

= +
= 1z)

O = ang(E) argomento di = Soddista :

M

sin (0) =

i
j y

= Im (t)

(A)

cos (0) = l j X = Re(z)

Allora
z =

9 (cosO + isin o)

L

forma trigonometrica di Z

: sin e cos sono IT-periodiche .

Quindi O : arg(E) NON è univocamente

determinata dalle equazioni (A)
.

Formule di De Moivre :

siano

2,
=

4, (e050
,

: sin Onl

zz =
2
(cos &2 + : sin Oz)



prodotto :

Z
,
zz

=

4
1 9 (cos8 ,

cost2+i cost
,
sin z

- is in Or cost-sinensinGz)2

-9. [sO- sino,
sin 021

11
cos (0, +02)

+i(te+sin &2 cosO!!
Il

Sin (0
,

+ 02)

=4, 9 [cos (8p +02 +isin (0,
+ 02)]

Più in generale ,
se

zj
=

Gj (costj +isinGj), j
= 1 ...

,
n

allora

=.. Zz .... . Zu = 9. 92 ... Putcos18+ ...
+ On)

+ i sin (On + -. -+On)]

Formula di De Moirre
.

In particolare, Se

z
,

= Zz =

...

= En = z = (cos + isinEl
,

allora



z .. zz ... En = z = 4 [cos (n) + is in (no)]

Esempio : determinare la Forma algebrica

di (1 + i)7

z = 1 + i
,

- 121 = VI
.

x = 7 = 1

O :

arg(z) :

sinc = E I = 0=
COS O

=>) z = v (cos+ i sin)

=> k + i)4 = E = (r)
*

Dcos (E)+isin (E)

-SVz (E - i Ez)

= x- i)

25
. 9

.
2023

Esponenziale complesso

Bet:: dato un numero complesso z = x + i7 ,

chiamiamo
z

e
= e(cosy+ising)

esponenziale complesso di z
.

#B: 1
,

e
4

+ o ↓ z = &



2
,

z
,

zz CR
,
allora

et ,
+ zz

= e 2
zz

3
,

1241 = e
*

Caso particolare :

z = 0
,
GeR

,
allora

Formula di Eulero
gio -cosO + isinO

iπ

-empi : e -cost + : sini = - 1
I

e
i=

= cos() + isin(E)= i

~

i
, -cos(E) + isin () = (1 + i)

Più in generale :

25Ki
= 1

(2k+ i
= - 1↓K = E : e e

I

Quindi ad esempio
,

249i 248↑ i i
-- 1

e 2 e- -
" - -

9 Tr 18 + i
s i

I iI I

e I e e
-

Il -
T

Ricordo
: forma trigonometrica di z

E =

9 (cosO+isin 8), 9 : 121
,

0 : arg(z)



Ed
.

Eulero : cost + isino = e"O

da cui la forma esponenziale di E :

z =

g
e i*, g = (z1

,
0 = arg(z)

Operazioni con In forma esponziale :

dat i z
,

=

I ei e zz =

2

eiOz
,

si ha

i (0
- + 0z)

2,z = 4, 32 e

9270 := -il0p
- 02

In particolare
,

per z
= ge"

*

e new si ha

n in O

zu =9 e

Empio : Sia z = -1+i
,

calcolore 213
~

scrivo z nella forma esponenziale :

121 = 52
, O : arg(z) : sinc : z

coso = -

z

0=
i

quindi z = Uz e



213 -(E)1 2
↳ .

3 i

11

- 1 + i

e↑12
:

3I
i 4 . 3 i Es

=> 2
-

e re

S
I-- i)

S:

0 - arg(z) =) O+ 25K =

arg(z)

↓ k C #

z" = /gein
(0 +zik)

-" eine
enkir ee
Il

1
in Q

V=1 - neNekeR

Radice n-sima di un numero complesso

Det
: Sia ze4

,
ZF0 . Allora chiamiamo-

radice n-sima di Z ogni numero complesso

~ tale che

" = Z
& =IN

,
n2, 1

I

: dato z = yel*, = 121
,

0= arg(2),

denotiamo

Wi
= 5

e "K
i

k = 0,
1
,

2
... -



Allova
per ogni k20 si ha

: (0 + 2K/ : 2 k

W" :

I e
io

e-e id
"I

=gei0 = z

Quindi tutti:
K

sono radici n-esime

di E ! Però solo A di loro sono

distinti :

k = 0 : No = I el

: In
k = n - 1 : W u 2

n -

= S

k = n :

Wi I

-re" Ere
:

- eiti =i
et

.

C!

In + 1
=W

, etc ...



Teorema : Thi numero ze¢
,
zF¢

ammette n radici -esime distinte

date dalla Formula

·O + 2π
-

Mi : s e

L u

-
k

= 0
,

1
,

2
,

. .

.,
n - 1

dove 4 : 121 = 0 :

arg(E) .

N: l'insieme delle radici n-esime du E
,

200 el

EY
,

k = 0
, ...,

n - 13

e indipendente dalla scelta di O : arg(t) .

Es. z = - 1
,

= zz eit
-

u
= 2 of Wo

= I
-

= - i

{i, - i3

- 1 = e i
-> x

= - i
, w

=

2.i
,
03

Significato geometrico dato =F0
,
le

radici n-esime di E coincidono con i



vertici di un poligono regolare di lati

inscritto nella circonferenza di raggio

"zi e di centro 0
.

Empi 1
,
calcolare le radici cubiche di

z =

- 1
-

n
= 3

-

scrivo

z = - 1 = e i
i

121 = >
,

0 = π

indi : :
W =2

i
k = 0

,
1

,
2k

i
k = 0 : Wo I e -cos() + : sin (

=E

k = 1 :

w
,

= e

it
= 1
-

:
k = 2 :

We = e =cos?) :sin()

I d

- Fi

- -

->
I

X
N

. B
: We

= Wo



2
,
Calolare le radici quarte di Z = - 1

iπ
z = 2 - n = 4

I

-

:
K

W I 2 k = 0
,

1
,

2
,

3
k j

iπ
k = 0

:

Wo = 2
I

= (1 + i)

k = 1 :

w
= ev= = ++ is

k = 2 : k
2

= e
:

= (- 1- i)

i 7π

k = 3 :

k3 I e
-

=(1 - i)

ay

WI
8

I
·

No

X

No :

>4 =

2

4,
.

·
Wi

3 calcolare le radici quarte di Z = 1
.

I

Risposta : E 1
,
i

,
-1

,
-3



W1.. I

4 =

3

W2
- ·

No

sy

·

o

Polinomi complessi

ef: chiamiamo

n - 1

Pr(z) = anz" + An 2 + .... di + do

dove z = &
, aj = K

un polinomio complesso diz .

se anto
,

allora diciamo che Pu è

un polinomio di grado n .

I numeri aj e C
, j = 0

, . . . ,
n Sono

i coefficienti del polinomio Pu
.

Principio di identità Fra polinomi : due

polinomi di grado u

n - 1

Pn(z) = anE" + an- z ... + 9
,

2 + 90

2

Qu (z) = buz + bn- z" + ...
+ b

,
z + bo



sono uquali, woo el

F z = & : Pu(z) = Qu (z)

se e solo se

↓j = 0
...., n : aj

= by

26
.

9
.
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Def: Sia Pn un polinomio
.

Chiamiamo

radice di Pu ogni numero wee tale che

Pn(W) = 0

MTeorema (Fondamentale di algebral : ogni

polinomio Pu con 22, 1 ammette almeno

una radice We 4
.

: dato un polinomio
u

PrCE) =

anz + ... + Go

con aje R Kj = 0
....., 4 e data

una radice ED di Pu
,

si ha

Pr([) = 0

Infatti, siccome ajeR,
per ogni zEK



valetz) : at2 + anz + ... ão

I-an
n

+ an
41

+ ... + GE + do

( Perche' aj = aj (

=an()" + an (E)
**

+ ... + Go

=Pu(E)
.

Quondi +20 :-= Pu(E)

Dunque, se Pr (M : o
,
alleva

Pr() - Intw = 0 = 0
.

Fattorizzazione di Polinomi

rema : sia Pn un polinomi di grado

n, 2 e sia una radice di Pu
.
Allora

esiste un polinomio Qn- 1
di grado n = 1

tale che

Vz = 0 : Pr(z) = (z-w) Qn- (2)



Corallario (consequenzal : dato un polinomio

PrCz) : an z" + an--2" -.. + Go
/

esistono 1 radici W
, ..., u

di Du

tali che

FzGG :

PnCE) : an (E - wi) (z - Wel .... (z - Wal

Esempio Se br-4aco
,

allova
,
ab

,
CER

-

a x + bx + c
= a(X - +1)(X-Xa) dove

X
-2

: 4âc

2a

#B: le radici
...., u posson non

essere tutte distinte I

Def : sia Pu un polinomio do grado n
-

C sia y una radice di In
.

Chiamiamo

moltemplicità di
I
il numero

my
=

numero delle radici uquali a I

-AB: 1s 11 mj
= 4 Vi



2
,

Siano
, 2 , ..., ⑭

tutte le

radici distinte di Pu e scano my

le lovo molteplicità
.

Allora

AzzC : PuCz) = an CE-Wil" (z-W . (z-Y)M *

Inoltre
,

my
=

m
,

+ met ...
+ mis =

Empi: 1
,
P(z) = 24 = 1 = (22 - 1) (z + 1)

=(z - 1) (z + 1) (2 + i) (z - i)

-> 4 radici distinte : 1
,

-1
,

i
,

-i

con molteplicità A

2
,
P(z) = 25 + 2 = =(z + 1)

= z (z - i) (z + i)

tre radici distinte :

4
,

= 0 m
,

= 3

42 = i M = 1

k = -i
my

: 1



4
.

2
. 2019 :

153z += 1z-1

z = x + iy

5z + i
= 13 x + (3y + 1)i

z - 1 = X - A + iz

->) 153z + :12 = 3x2 + (vzy + 1)

= 3 +

2
+ 3y + 23y + 1

Il

1z - 2
= (x - 12 +y = x2 - 2x + 1 + y)

Quindi 3x + 3y + 25y +1= x2 -2x +x+ y2

2x + 2 x + 2y
+ 28y = 0 /2

2

-
11+ = 0

(x + 2) + (y + 2)2 = 1

I circonferenza

a fo : ax + bx = a(x + ax)

=a(x + Ia)"-



-
2 .

7 . 2019

E Rez"
- =(z + z) + 2 = 0 (1)

Im(E) = 0 (2)

z =

x + iy
,
Rez =

+
,

z + z =

x + iy + x - iz
= 2x

(1) =7 X
2

- 3x + 2 0

11

(x -1(x - 2) = 0

() x G [4, 2]

e2) = Im (Fig) = Im(x-iyi)

- Im ( (
=-

yz
= 0 ( ) y

= 0

y A

-

I 12 2x



13
.
1 . 2020

z = I + E I = - i

i

E + I = 2i) -
i

- -
= v

i
(4) - + E

,

= 1

IVI = 1
,

0 = - # oppure 0 = 1

:
V = e

6
C 15 i*

= z=> I 2 C 2

radici terze di

:zik
Y

it

2 k = 0
,

1,
2

->
Wo=

I 2 + i

k
,

= e

in
I - A

5
3

2
=

.
= I-I e


