




SID) = - Su f(t)
Yj-1 XEXI

somma superiore di I risu:
alla suddivisione D.

s(f . D) = (X-X) in f
Xj-1X2Xy

somma inferiore di f risp.
alla suddivisione D.
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B.: 1
,

per ogni suddivisione D si ha

s(fib) <area(s) =S(f, D)

2
, per ogni due suddivisioni P

,
e De vale

s(f, D) = S(f
,
Dz)

Ret: siano D
,

e Dz due suddivisioni di [a , b]
.

Diciamo che De è più fine di D
,

se

Da E Dz

Consideriame una successione di suddivisioni



Du dell'intervallo [a, b) tali che

Dy [ Dn +1 -n

Allora En si ha

s (f
,
Dn) E ·(f

, Putc) <areals) <S(f, Dn+11=S(f, Dul

Def : sia f : [a, b] -> R una funzione limitata.-

Chiamiamo

5(f) =int 5(fD

integrale superioriore dif in [a , b], dove

D è la Famiglia di tutte le suddivisioni di

[a , b).

Chiamiamo

I(f) : sup sIf, DI
DED

integrale inferiore dif in [a,b]

#B : per ogni funzione limitata f vale

I(f) < J(f)

Ref: sia f : [a, b] + R una funzione limitata
.

Se I(f) = J(f)
,

diciamo che f e

integrabile(secondo Riemann) e in tal caso

poniamo





=> 3(f) = inf S(f , D) E
DED

Funzioni integrabili 20 Riemann

&

ef: diciamo che f : [a, b3 + R è continua a tratti

se esiste una suddivisione D-2X2 , j
= 0, . --

,
n3

dell'intervallo [a
, b] tale che

① Fj = 0, ..., n f è continua in (xj-, xj)

② j = 0, ..., n esistono Finiti : limiti

lim f(x) e lim f(x)
X -> Xj - X -> Xjt=

-. ogni funzione continuaè continua a tratti.

-Teorema : sia [a
, b] CR un intervallo

.

Le sequenti

Funzioni sono integrabili 20 Riemann :

① Funzioni continue a tratti in [a, b]

② funzioni monotone in [a, b]
.

In particolare
,

ogni funzione continua e

integrabile 20 Riemann.

Proprietà dell'integrale di Riemann

Siano fig : [a, b] -> R due Funzioni integrabili.





esisto m
,

MERtali che

#x [a , b3 : ma f(x) M

Quindi per la proprietà di confronto,

b

m(b - a) = Smdx ↳Sf(x)dxMax = M(b - a)

Donendo
y=dx Ela medo integrae

di f)

si ha

min f I m = y = M = max I
[a , b) Ea, b]

Quindi per il teorema dei valori intermedi

- cela, b] tale che

f(x) = y

#. B.: il Teorema della media integrale non si

applica a tutte funzioni integrabili :

consideriamo laFunzione :[ 0
, 23 -> H

data da f(x)=
sexe [0, 1]

2 se1X2

Allora f e integrabile e so ha













G(a) = =

3(ii) pongo x = b in ( *)

↳

E(b) = G(b) + c =G(b) - G(a)

Il
s

Sfitda

Primitive di alcuneFunzioni elementari

Xa => Sfixidx= ta1
, f(x) =0

,
a + - 1X( - 1

2
, f( +1 = 1 => Sf(xdx=log(x) + c

3. f(te sinx => Sfhydx=-cosX + C

4
,
f(H= cost => Sf(tdx= sinX +C

5/ f(x) = ex => Sf(xdx = ex + c

G f(x =

x
=> Sf(x) dx = arctan(x) + c

Esempio

(d
= 1 - ExX

1+

Quindi per linearità si ha











-

Quindi

n or sinx dx = ( x cost]
Il

+

I

-3 -
I S2 x cosxdx

O

2

= mi + 2 +cosxdx

.
integro per

parti con f(x) = cosX => f(x) = sin X

g(t) = # => g'(x) = 1

Dunque I

& + cosxax : [X sin
*

-S sinx a
OL

"O

=+ [cosx]" =

111- 2

In totale

I

sinxdx:4

&B: la Formula do integrazione per parti può

essere applicata anche al calcolo di primitive :

figec' :

Sf(x)g(x)dx = f(+)g(+) - Sf(x)g(x)dx

Integrazione per sostituzione

passiamo dalla variabile x [a, b] alla









= arctanx + Elog(1 +x
*) + c

Prova: Carctan x + E log( + x )) = Ex + & *e. 2x

-o

Integrazione doFunzioni razionali Fratte

- consideriamo le funzioni razionali fratte do tipo

f(x)=c dove d
, B,

b
,

c E

Distingueremo due casi

① 574C
,

in questo caso si ha

X2 + bx + c = (X - Xz)(X - Xz)
,

dove

X +, 2
I T

Scrivo

& (x1 =
c

= **

-> trovo i coefficienti A e B
. Poi

Sf(+)ax = 5 =x ,

dx + Sx2dx

= Alog (x - x11 + Blog(X - x) + c







Vi sono le sequenti regole :

& Se R è dispari in sinx
,

cioe' se

R ( - sin x
,
cost) = - R(sin X

, cosX)
,

allora

pongo t = cosX

② Se R è dispari in cost
,

cioe' se

R (sinx
, -cosx) = - RIsinx

, cost) allora
S

Don go t = sin x

③ Se R(-sinx
, -cosx) = RIsinx

,
cost)

,
allora

pongo t = tan X

⑦ In tutti gli altri casi pongo

t = tan(E) (da evitare

se possibile).

Esempi : 1, S. and
sin X

--

-> R(sinx
, cosy) =

cosX (1 sin x(

-> R Soddisfa
, 0,0 Scelgo la sostituzione












