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mit:

Det :
Sia 1 : AtBe sia YoCR un p.

a . c
.

-

di A : dom(1) .
Diciamo che I ammette

limite LCR per X che tende a No

e scriviamo

lim f(x) = 1
X -> yo

32

X207dx0 : xcI(X0)M(A)EX-3) :

1 f(x) - 21 < S

f(x)
A graf(f)

..........

L+ E -L ------- -eeeeeeeeeee ..

...........
x to Nota

·
x



#: 1
,
la definizione del limite non

-

chiede che to adom (1)
.

Anche se xocdom(1)
,

il valore di

f(Xo non influenza il valore del limite

L f ( *)

Esempio : 1 : R- R data da

f(x) =

-

x" se x0

& ERR↳
X Se X = 0 X + 0

af(f)

↳:~
7

X

No
= 0 :

lim f(x) = 0 indipendentemente
M- 0

dal valove di X
.

InFatti S-:
Sia ECO

. Pongo & =N

Allora ↓x c Ir(0)([0} Es

I x = ( - 5
, 0)u(0,

d) :



1 f(x) - 01 = 1f(x) - x < 8 = E

=) line f(x)
= 0

x-> 0

2
,
Perché to deve essere un p.

a
. c

.
di

dom (I) ? Perche x deve avvicinarsi

indefinitamente a No rimanendo

nel dominio di 1 .

In particolare, se yo è un punto

isolato di dom(1) allora 7 >0
S

"A
tale che

If(x0)n(A)[x-3) == 0

Io tol

-> . I - <x
Xo

dom (1)

-

Es: f(x) = x2)

dom (f) = { x c R : x(x - 2) >, 03

I 203U [2 ,
+ -)
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Teorema (unicità del limite) :

sia AcRe

sia to un p.
a . c

.

di A
.

Sia inoltre 1 : At R

2 supponiamo che I Ly
,
L2 CR tali che

lim f(x)= L e tim f(x) = 22
X - Xo X + Xo

Allora 1
=

Le .

Dosuguaglianza triangolare : F x
, y ER :

1x + 21 = (x1 + 181 lesercizio

Dim. sia Eco arbitrario
.

lim f(x) = L
,

=> 7 &
,

70 :

x- yo

↓x=I(0)1(A)[Xo3) : (f(x) - 1
,)

/im f(x) = 12 => E 02 20 :

X -> yo

↓ x = I5(0)M(A)2x03)
: (f(x) - (2) E

Pongo ~ = min [c
,
03 =)



↓ x cIg(Xo)M(A)[X -3) : /f(x) - 2
,
! s

e

If(x)- 221 < E

Dunque
,

12: - 121 = 12, - f(x) + f(x) - (2)

dis
.. Q
-> 12 - f(x) + 1f(x - (2) < 25

- -
↳E 2 S

Quindi

↓ => 0 : 12 , =(2) < 25 => 12-121 = 0
.

=> L
,

= L2
.

Estensione della definizione del limite

-darc senso alla Formula

lim f(x) L

At yo

he: casi in cui No0[-0 ,
+ 03

e/o Le { - 0
,

+ 00

1
, XoG R e (c [ -0

,
+ 03

L =
+ 0 : lim f(x) =

+ 8

Xt Xo



32

Me R 5 F 20
: fxcIr(Xo) 1 (A12x-3) : f(x) > M

·
f(x) a

viI S'
.

X4
Isol

1b)L = - 0 : /im f(x = = 0

X -> X o

↓MER = 510 : xc Ig(y0) 1(A1[X-3) : f(x1 < M
.

nf(+ 1

X o

C I-*
↳ Io ol

-
2
,
LeR

,
Xo = No

.

Supponiame che I sia definita new intorni

di I D
.

Ia
, Xx =

+ 0 : lim f(x) = L
.,

Se

X -> + x



dom(f)
-

↓ (707 be R : x be xeA : 1f(x)-L < E

af(*)

L+ E
-wiL =

L- E
*

" >
*

If(x) - 21 < = E ) f(x)e(L - 5
,

L+ d)

2b
, xo = - c :

im f(x= 1
,

se

VET07 beR : 1 x < b e xc A : If(x-L1< E

(F x = (- 0
, b)+A)

a f(x)

-
-> L

X

3 L =

1sto
=

= 0 e

Bas xo + 0
,

4 =
+ 0

: limf(H= +0
,

se

x - + 0



↓MER 7 beR : xc(b
,
+ x)+A : f(x) > M

Ter
" Cx

3 b) + = + 0
,

L = - 0 : /im f(x) = - 8
,

se

x + + x

+MER 5 be R : Xe(b ,
+ arA : 11x<M

af(+ 1

M --
3c

, xo = -0
,

L =
+ 01 /im 1 (4 = + 0

,
se

x + - 0

F MER I be R : 1 x = (-0, b) ~A : f(x) >M



In ***

i - X

3d
, to = - 0 e = - 8 :

/impf(x) = - 0
,

se

EMC R = beR : xe(-0
, b) ~A : f(x) < M

af(x)
b

A M

-
y

- Igebra dei limiti

Siano I, 9 : AtR e sia toe un

p .

a
.

c
.

di A . Supponiamo che I LCE

e MERC tali che

lim f(x
= L 2 lim q(X) = M

X + Yo



Allova le sequenti Formule :

1
, lim (f(x1 + g(x) = L+ M

X -> yo

e
, im,

=(4) -

g(x)
= L - M

3
,
lin E se Mo

X -> Xo

valgono in assenza di Forme indeterminate:

+ 6 -

0 0 . c = 01
,
8,

Caso M = 0 :

Sia lim &(x)= LG R

x ->

x o
L = 0

2 sia /im q(+ 1
= 0

*- Yo

Ci sono 3 possibilità :

1
,

Se I >0 tale che

+ x c If(XxM(A)[X) :g 0
,

allora

I lim =
+ - Se L0

x = x
. 1

- seL0



2
,

Se I Eco tale che

↓ x c Ir(yo) M(Al[Xo3) : o
,

allora

- seLo

- lim
-

x = x

=
-

+ & se b 0

3
/ La Funzione o cambia

seguo in

ogni intorno di No
,
croe FUC0

I x
- xz = Ig(xo) -A : g(x)q(xw) < 0

.

Allora Im,

-empio Sic 1 : R-> R
: f(x) = 1 - x2

1
,

Sia G : R-R q(x) : 42

Allova per to
= 0

,
si ha : g(4)>0x+0 :

-1 - x2

=) Ima! lim Iz = + 0

x + 0

2
,

Sia g : +R
, g(x= X

I cambia seguo in ogni intorno di

2 - x2
0 =>> /im I ⑰

X -> 0



-
3x

7
Feorema della permanenza del sequol : sia

A : Re sia 1 : AtR
.

Sia NoGR an

p.
a .

c
. di A e supponiamo che

7 lim &(x)= Le R ,
L = 0

.

X -> Xo

Allora esiste un interno di
o

in

cui la Funzione & ha lo stesso sequo

di L
.

Him: supponiamo per esempio che

Applico la det
.

di

limf(x) : L

X - Yo

con s = 42
.
Quindi 55t0 tale che

↓x c Ir(x0)1(A)[x03) : If(x) - 2) <



L

=) I <f(x)2 2 f(x)20 .

Teorema del confronto : sia AER e

Siano & , G
: AtR tali che

( x =A : f(x)1 -g(x) .

Sia inoltre Yo R un p. a . c
.

di A

e supponiamo che esistano : limiti

lim f(x)= L e lim g(x = M
.

x - Xo X - X o

A lova
↳M

.

17
. 10

.
2023

Him:: supponiamo
,

per assurdo
,
che L7M

.

Allova per algebra dei limiti valeI
lim (f(*1-g(x) = L = M > 0

x - 4o

Quindi
per il teo della permanenza del

segno applicato alla Funzione I -9

esiste an intorno di No in cur



f(+1> g(1) .
Contraddizione con

Nipotesi del Leorema
. Dunque LI M

.

Teorema dei due carabinieri :

sia A : R

e siano fig ,
h : A-R

.
Sia YoER un

p. a .
c

. di A
.

Supponiamo che

FxGA : h(x) = f(x) = g(x)

Se le Funzion : heg ammettono limiti

Finiti per X- to e se

lim h(x)= lim
X -> No x - x

f(x) = Le
,

allova
5 Him f(x) = L

x -> X o

Him: Sia Eso arbitrario
.

img(x) = 2 = I 0
,

70 tale che

fx = I
,

(0)M(A)[x03) : 19(x) -2) S

X
=> f(x) - L 1q(x) - E

limh(x)=1=> 7 5210 tale che
X - Xo



↓ + cId(y0A(A)2xo3) : (h(x) =2)

↓

=> f(x)- h), h(x) - 22,
- (h(x) - 217 - E

Quindi ponendo or =

min SE
,
de3 Si ha

A x = Ig(Xo) M (Al{Xo3) :

- 24 f(x) -& E

#
111x1 - 11 < d

Dunque
1im I ( *) = L

X - Xo

Def
:

una Funzione 1 : At si dice

limitata se = MeR tale che

& x = A : 1f(x) 1 = M

Non tutte le Funzioni limitate

ammettono limite per ogni to P . a . c
.

didom(1) .

Tempio: 1
: R1203 - R data da

f(x)
= sin( * )

non ammette limite per x + 0
.



N. B..
↓ xcdomE) : 1f(x) - 1

Consideriamo il limite

1line X . Sin ("X)
x -> 0

Siccome ↓ x + 0 : 011x - sin(1)l= 1x )

posso applicare il Teo dei carabinieri

con h(+ 1 = 0 ↓ X

2

q(x)
= 1x1 F X

/im h(x) = /im
,

8(x)
= 0

4> 0

I lim x . sin (4) = 0

x - 0

cario : Siano 1
, 9

: A-Re sia

No GR un p . a . c . di A . Supponiamo che

f sia limitata . Se lim g(4) = 0
,

X - Yo

allora

lim f(x)g(4) = 0

X -> yo



Limiti anilateri

Hef : sic I :

At R
.

⑪ Supponiamo che No sia un p.
a .

c
.

di AM(Xo
,

+ 6) . Allora diciamo che f

ammette limite destro per x -> xo

e scriviamo lim f(x) = L Se

X -> Xot

* <<0 7520 : xelXo
,

X + 5) A : If(x)-LKd

I Supponiamo che
o

sic un p. a .c
.

di

An) - -
,
Xo)

.
Allora diciamo che I

ammette limite sinistro e scriviamo

lim f(x) = L
,

se

X- Xo

V 107540 : xe(Xod
, Xo)MA : If(x) = RIS

Es .; 32 A = (a
, b) a

,
b c Re

--

allora a
,

b sono p.
a

.

c
.

di A
,

ma

a non : un p. a
.
c

. di An-x
, a)

= 0



eb non un p. a
.
c

.
di Ar(b

,
+ 6) = 0

Funzioni monotone

Hef: sia f : A-R
.

Diciamo che I è

- crescente se +x
,= A :

x < y = f(x) = f(y)

-decrescente se ↓x
, z

= Al

x < y
= f(x)>, f(y)

Teorema
:

sia 1 : At una Funzione crescente
.

Sia XoER un p .
a

.
c

. di An(Xoi + 8) e di

All-0
, x0) . Allora esistono : limiti

unilateri di I per x+ to e vale

tL =(im f(t) = in { f(x) : x = (X0
,

+ 0) 1 A3
X -> Xot

E = /im 11 = sup{ f(x) : x c (-0
, xo) Al

X -> Xob

Dim: sia m= int{f(x) : x c (X0
,

+ 8) 1 A3
Quindi * x = A

,
x84o :

m = f(x)

V E30 7 x
=

= A
, 122X0

: f(x) < m+5



Pango & : Ys - %070 e ottengo :

& x c (Yo
,

x0 +0) +A : (Xo
, +c) 1 A :

m = f(x) = f(x) = m + < =

↑ 1f(+) - m1 < &

I è crescente

=> L
+

+ =

m
.

Sia M = suy {f(x) :

x c 1 - 8, x0) n A3

Quindi 1
,
&xcto

,
xe A : f(x) = M

2
,

970 x 40
,
xztA : M4f(x)+ E

I
Pongo & = X-X

=
70 e ottengo :

↓ xE (Xo-5
, X0) A = (Xz

,
Xo)A :S

M = = < f(x) - f(x)
= M

I
I e crescente

=> If(x) - M1 < d

-) lim f(x) = M
.

X - Xo



B: (
*

e E possono essere diversi !

Empio : 1 : R- R data da

f(x) = /
x+ 1 se x

, 0

X - 1 Se X <0

f(x)
A

1 .

>x

%
- 1

I è crescente : /imf(x)= A

X -> Of

lim f(x)=-1
x -> 0 -

rema : sia 1 : AtR una Funzione

decrescente e sia XoCR un p.
a . c .

di

An(Xo
,
+4 e di All-0, Xd .

Allora

I ! +
(4 = sux { f(x) : xe An (x0

,
+ 813

7
+.

-f(x= in t{f(x) : x c An(-8, x03



Horema : sia f :AR e sia NoER un

p .
a . c

.

di AM(xo
,
+ e di AMl-8, Xo) .

Allora & ammette limite per x+xo

se e so lo Se

I lim f(x)= 1 = E
X + Xo-

I lim f(x) = (* = E
x -> Not

e I = L
-

In tal caso lim f(x) = L = Lt

x + yo

23.
10.

2023

Limiti notevoli

1
s lin maxs- a

i
a c IR

2 Iim
ax)= a

; ↓ a ci

x - 0

/ No
& = a; ac3 lim



4 lim
A* 1

=

a
,

ac
S

x -> 0

I ↓ a GR
5 lim (1 + q)

*
= ea

-
/

X = + 0

dove c = 2
,
71

....
la costante di

Eulero

Esempi :

1
, lim

* [8]
Il

cosy e i I . Elim lin
1 + COSX

X + 0 x -> 0

lim (i)" - I
.

: lim cost

x +o
Ene

Il

1
11 limite

2 1 notevole

e2
, lim ex [8]

X + 0

/imI- e- Calgebra dei

x -> 0 limiti)



: lim Et -lim =- 1

x
-> 0 + -

0

- -
I & limite -> Il

noteude 2

3 lim 3x=2 [8]I

x -> 0

as con il limite notevole 41 :

L : lim 1-bx

x -> 0
X

-lim - slim
x -> 0

11 4,
- = 3x

I 1
- 3 lim E

2

E
Il 4,

- E - 3 . I = 1

b razionalizzazione :S

S-L = (im
+ + x -4+5x)(+ + +3x)
-

X (x +43x)
x -20



: lim Atexxix
,

x -> 0

"I
-2x

= I lin I I 1
-

-

x -> 0




