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Funzioni continue

-F: Sia AER e sia i : AER
.

Diciamo

che I è continua in No &A se

F (207020 : x c Iw(x) 1A : (f(x) - f(x) < d

f(x) &

f(tg) =

· f non e
.

-> ......

f(y0) -c continua
-

L
*

-
Ig(X0)

>

in o

X

I

I < 30 : 570 5 Y
,
Ir4oD A : If(x - f(xol>E

lin f(x = 1
, lixo+ f(x)

= f(X0)
X + No-

f(x) a

8f(x0) =

- I non e'

continua
L--------

in Xo

"o S

lim f(x) - L + f(x0)
x - yo



I It N

f e

-~
continua

f(x) -----

in Xo

.
S

Xo X

Diciamo che I è continua in ECA

se I el continua in ogni xeE .

#: Tutte le Funzioni elementari sono

continue nel lovo dominio naturale :

-sinx
,

cost
,

et
,
polinomi :

Pu(XI= an x + ... + a,x+ 90

sono continue in I

·Dog x e continua in 10
,

+ 8)

tan X e continue in (-, )
tan x

IM
line tanx = +

-T -> I-X t

I I >
X

2



Le Funzioni razionali :

f(x) = e dove

Du2 polinomio di grado ne/N

Om : Polinomio do grado me /N

sono continue nel lovo dominio naturale :

dom If) : {XER : Qm(xs + 03

Feorema (limiti e continuita) : sia AEM

e sia 1 : AtR
. Supponiamo che NoCA

sia un p. a . c .
di A

. Allora 1 è

continua in No Se 2 solo se f

ammette limite per x & No 2

/im f(x = f(x0)
X - X o

Teorema della sostituzione :

sia 1 : At B

e sia g : BtR
.

Sia inoltre yo R un

p.
a

.
c . di A

.
Supponiamo che esista il



limite lim f(x) = Go R
X + X o

Se la funzione q el -nua in B
S

allora vale

/im g(f(x) = lem q(y)
X -> No 2 = Yo

Sost: & (+1 = 7

In particolare, se YoER
,

allora

(im q(f(x) = g(y0)
Xt No

Esempi :

Sinx -[5]1
,

lim
log (1# 2sinx)X - 0

applico il Teo della sostituzione 204

f(x) = sinx 2 g(2) = egs
Quindi

L = lim
y -> 0

.edige
e

,

I lim
y ->



↑

2
I:

I

y 0 I

"I
. . -
limite notevole 2

,

2 lim (1 + 2)
2

x - + 0

- (im((1 + 2))
*

= (img (f(x)
X - + 0 X - + x

dove f(x) = (1 + 4)
*

-> 23
y - + 0

q(y) - y2
-Limite notevole 5

,
- /im f(x : e

y - + 0

Quindi per il Teo della sostituzione si ha

lim ( + E: g (e) = (e4 -e
x -> + &

Scrit

(im ((1 + 2) = (lim(1+ 3))2
X-x+ 0

x - + x

-es



3 lim log(1+ arctan (ex))= L
x + + -

=(im g(f(x) ,
dove

X - + 0

f(x) : arctan (ex) eg(y) = leg( + y)

Quindi
della

lim f(x) = lim arctan (et) =

*
Teo

sost
.

X -
+ x X + + 0

lim arctan (2) ; y = eX

y - + x

- E

=> ↳(A+ I

↑sercizi assegnati

1) lim(
+ 2x) + ex - 1

Sin X
X -> 0

-osX2
,

I im
ex

*

2

x - 0

3
,

Tim -x
X = 0



inx)- ex
4
,
lim X

X -> 0
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Proprietà di Funzioni continue

-Teorema (continuità della Somma e del prodotto) :

sia AER e grano fig : AtR
.

Sia inoltre

Lo CA un p- a . c .
di A . Se Ie g sono

continue in No
,

allora vi sono continue

anche le funzioni 1 + & e 19 .

Him.
:

I eg sono continue in xo -

lim I(t)
= f(x0) e him g(x1= q(xo)

x + Xo X -> Yo

Quindi per l'algebra dei limiti si ha

lim (f(x) + g(x) = f(x) + q(X0) => continuita

x - yo della Somma

lim I(* g(x) = f(x0) g(0) => continuital

X -> Xo

del prodotto .



N .
B.: ogni funzione è continua in tutti

: punti isolati del suo dominio
.

Feorema (continuità della composizione) :

Sia 1 : At B
,

g : BER e sua No EA
.

se I e"continua in No e se g
a

continua in f(xo
,

allora la Funzione

g0I è continua in Xo
.

↳: I teoremi di sopra Forniscono le

condizioni sufficienti
,

ma non necessarie
.

Feorema di Weierstrass :

Sia AIR un

insieme chiuso e limitato
.

Sia 1 : At R una

Funzione continua
.
Allora I ammette in

A massimo e minimo
,
cioe' esistono

↑min E A e Xmax & A tali che

max f
= max{f(x) : x = A3 = 1 (xmax)



mino : min{f(x) : xcAB : I (xmin)
A

In particolare
,
I è limitata in A .

B: tutte le ipotesi del Teorema sono

Fondamentali
.

Esempi
.

A
, I : 10

, 1) -> I data da

f(x) =

x
;

A = 10, 1/

-I continue in A
,

ma I non ammette

he'max nel min
.
In particolare

, I non e

limitata in A :

lim I =

+ 0

X - 0 #

Osservo che A non è chinso
.

C
, 1

: R - R data da

f(x) = arctan (4) j
A = i

-I I continua in A
,

ma non

ammette ne' min e max :

sup 2 /(4) : x &R3 : say im(1)= E =

-lim &(x)
x - +



in{f(x) = x GR3 = inFim(f) = - I

-lim f(x)
X - - x

f(x) a I

- 7x

- - I

N. B: R e chiuso
,

ma non è limitato
.

3
, f : [-1, 13- R data da

I·
X 0

f(x =X
*

s
x =

⑪

. -

I ammette max :

max 12x1 = 2 = f(0)
[- 7, 13

I non ammette min : I- infim If

=

#B
:

A : -1, 13 è chiuso e limitato
, ma I

non e' continua in A .



Insiemi chiusi e limitati si chiamono

compatti
.

Feorema degli zeri di Bolzano Sia 1 : [a, b]- R

una funzione continua
.
Supponiamo che

f(a) f(b) < 0

Allora esiste ce (a, b) tale che f(c) = 0
.

f(x) & graf (f)
- f(b)>0

a-A ↳ / 2 " <x

07f(a) =

A:
il Teorema non vale per le Funzioni

definite in AEQ
.

empro 1 : [-2
, 2]1Q-> Q data da

f(x): se Te
f(-2)f(z) = - 1 <0



I continue in E-2
,

23 nQ

I non ammette alcun punto di zero
.

Teorema (dei valori intermedil :

Sia I : [a,b]+

una funzione continua . Allora

im111 : E min Itass's* 7]

dove

im 11) : { f(x) : xe [a, b]3 insieme

immagine di F.

Him
: sia Ie (minf ,

max f)
[a, b3 [a, b]

devo dimostrare che esiste cc[a, 3]

tale che & (c) = 3
.

Teo di Weierstrass-> 5 Ymin e Xmax

tali che
minf : I (xmin)

[a, b]

maxf - & (Xmax

[a, 63

Possiamo suppore che Xmin * Xmax .

/altrimenti I sarebbe costante)



considero la funzione

g
: [Xmin

,
Xmax] -> R data da

g(x)
= f(x) - 7

Quindi g è continua e

g(xmin) < 0 e g(XmaxI7O
I ID

·m in I -

I C 0 maxf-7 >0

[a , b] [a
, 63

Dunque ol Feo do Bolzano implica che

= c G (Xmin
,
Xmax) tale che

q(c)
=

0 () f(c) = I

30.
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Punti di discontinuità

① Leef: Sia & : AtRe sia XoCA .
Se esiste

il limite limf(x) = 1eR e se

x - Xo

LE f(40)
,

allova diciamo che
o

è un punto di

discontinuità eliminabile di 1 .



f(x)
of (X0)

.

L =·
No

② Se esistono finiti : limiti unilateri

lim f(x = L
+

e -fx= L-x + Xo

2 Se LEL, allova diciamo

cheretantanto
en salto oe

f(X0) = L

7
X

③ Se esistono : limiti unilateri

lim f(x) = L+ 2 /im f(x) = 1-
*-> Not X- Xo-

2 se almeno uno di lovo è infinito
,



allora diciamo che No e un punto

di infinito do I .

#B. un punto di infinito so presenta↑

anche quando lim f(x)e { - 0
,

+ 03
X + Xo

E: 1 : 1 - M

No = 0 è un panto

f(x) =
-
x se X = 0

di Onfinito :

&
sexo

lim f(x) =

0

x -

0 -

Sim
L x = 0 +

f(x) =

+ 0

f(x)x

L
e

⑳ -x

⑭ Se almeno dei limiti unilateri

non esiste
,
allora diciamo che No

e un punto di discontinuita di

seconda specie .



Es:
- fiR

- R data da

f(x) =

-
Se X = 0

I
sin (* ) sexo

lim f(x) =

0 lim f(x) = lim sin (*) A
X -> 0 -

/
x - 0 +-> x-> 0+

= Xo = 0 e un punto di discontinuita

di 20 Specie .

Esempio . Sia 1 :
RAR data da

3

+* se x > 0

-
f(x) =

- 0 se X =

0

L -X
e->+ Sin (x)

Se X 0

3 x
2

dove & GR

Determinare : valori di x per co

No
: 0 visulta un punto di discontinuita

eliminabile
.

Calcolo il limite destro :

3

L = lim
+

f(t) = limxe
x -> 0 +



I ↳im * Es * E

- Elin /im b -lim
↳Eti E

Il Il I
1 1

- E
.

Limite sinistro :

ex
L

- = f(+1 = lim +Sin
(D

X -> 0 -

-ima
te -"

↓
0

: lim Ever+1-cosx
3 x

2

x -> 0 -

= /in +
1

↳ine3

x- > 0 -

Sost
.

24 "-

2 t

/im e --I
t o
+ I
me
"& (limite notevole)



=>
L

-

= 5 I

L
- +

E) = + I = 2

& = z - 5 = 5

=> SA
adusione

:

vo
= 0 è un p. di discontinuital

eliminabile ( X
= 1

.

Esercizio assegnato
:

sia I : RAR data da

3

-+x
se X L 0

f(x) =

- 0 Se X = 0

- x
II -XX)

Se x >0
X

2

Determinare : valori di LER per cui

I e" continua in to = 0
.




